Cesar Abuauad

SOBRE UNA GENERALIZACION DE LA TRANSPUESTA
DE UNA APLICACION LINEAL

Proposiciéon 1. Sean M, N, R y S cuatro A\-modulos. Si f: M ——> N
y u: R——> § son lineales, la aplicacion

fxu: Hom (N, R) > Hom (M, S),

definida por

(fxu) (y’) =woy’ of = o, todo y’ ¢n Hom (N, R) ,

se llama la transpuesta de [ respecto de u. Se tiene:

(1). fxu es lineal. Si w es un monomorfismo, entonces nucl fxu =
= nucl jxu = submddulo de Hom (N, R) formado por todos los elemen-
tos y’ tales que y’ (f(M)) = {o}, 7 f(M) > N siendo la aplicacion
candnica. Por lo tanto, si f es un epimorfismo, entonces fxu es un mono-
morfismo.

(2). (f4g) xu=fxu+gxu, fx(u+v)=fxu- fxv, (yf) xu—=
= v (fxu) = fx (yu) para todo f, g en Hom (M,N), todo u, v en
Hom (R, S)y todo y en el centro del anillo /\ .

(3).8ifM—>N,g:N—->P, u: R—>Syv: §—>T
son lineales , entonces
(gof) x (vou) = (fxv) o (gxu) .

(4). Sii: M— > My k: R——> R son las aplicaciones canoni-
cas, entonces ixk: Hom (M,R)——> Hom (M, R) es la aplicacion ca-
nonica.

(5). St f: M——> Ny u: R——> § son isomorfismos, g y v los
isomorfismos reciprocos de f y u respectivamente, entonces
fxw: Hom (N, R)——> Hom (M, S) es un isomorfismo y gxv es el iso-
morfismo reciproco.

Teorema 1. Sea A un submddulo de M,

it A——>M, n: M——> M/A las aplicaciones canonicas .

u: R >SS ,v: S——>T lineales.

Entonces
(1). w monomorfismo —=>> nxu monomorfismo
(2). u isomorfismo , v monomorfismo —=>> imagen de gxu —

= nuclixv.
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Luego, Hom (M[A, R) == nucl ixv .

(3). Si A tiene suplementario y u es un isomorfismo, entonces
ixu: Hom (M, R) > Hom (A4, §) es un epimorfismo, luego
Hom (A, S) = Hom (M, R)/nucl ixu .

Dem. (1). Prop. 1.

(2). woi = o, luego (ixv) o (axu) = (toi) X (vou) o , luego la imagen
de nxu esta contenida en el nucleo de ixv .

‘Sea (ixv) (x’) = vox’ oi = o para algun x’ en Hom (M, S); por ser v
un monomorfismo , x’ 0oi = o, luego
nucl 1 = A — imagen de i C nucl x’,
luego hay g: M{/A ——> S lineal tal que gox = x’; siendo u un isomor-
fismo, hay t/: M,/A ——> R lineal tal que uot’ = g, luego
(mxu) (t’) = (uot’) ox = gom = X’ .

(3). Hay f: M > A lineal tal que foi = j, donde j: A——> A
es la aplicacion canonica; si w es el isomorfismo reciproco de u, entonces
(ixu) o (fxw) = (foi) x (uow) = jxI,
donde 1: S ——> S es la aplicacion candnica; pero
jxI: Hom (A, S) ——> Hom (A, S) es la aplicaciéon canoénica, luego 1xu
es un epimorfismo.

Proposicion 2. Sea M = A 4 B directa, u: R > § monomorfismo ,
i: A > M7y j: B——> M las aplicaciones canonicas .
Entonces

Hom (M, R) = nucl ixu 4 nucl jxu es directa ;
st ademds, u es un isomorfismo , entonces
Hom (A,R) == nucl jxv, Hom (B, R) = nucl ixv,
donde v es el isomorfismo reciproco de u ; asimismo ,
Hom (A,S) = Hom (M, R) | nucl ixu,
Hom (B,S) = Hom (M, R) [ nucl jxu .
Dem. Sea x’ un elemento de (nucl ixu) N (nucl jxu) ; entonces
(ixu) (x’) = o = (jxu) (x’), luego x’0oi = o =1x’0j, luego A y B estan
contenidos en el nucleo de x’; si pues x estd en My x —=a -+ b, agA,
beB, entonces x’ (x) = x’ (a) + x’ (b) =0 4 0 = o, luegox’ =o.
Sea x” un elemento de Hom (M, R) . Pongamos ,
y = (anx’) G),z = (n:Axx') @ ,
dondei: A—>M,j: B—>M, s, M—>Aya: M—>B
son las aplicaciones candnicas; desde que n,0i =0 =, 0j, entonces
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y: M >R,z: M
(ixu) (y) = o = (jxu) (z') .

Supongamos ahora que u es un isomorfismo y v es el isomorfismo
reciproco ; por prop 1, Hom (B, R) es isomorfo con Hom (M/A, R) y
por teor 1, Hom (M/A, R) es isomorfo con nucl ixv ; desde que A tiene
suplementario, por teor 1, Hom (A, S) es isomorfo con
Hom (M, R)/nuclixu .

> R son lineales, yy 22 =x' y

Teorema 2. Sea f: M——> N lineal, g: N——> P epimorfismo,
: R——> Slineal ,v: S ——> T lineal y f(M) = nucl g.
Entonces

(1). w monomorfismo ==>> gxu monomorfismo

(2). uw isomorfismo , v monomorfismo ==>> imagen de gxu = nucl fxv
Luego , Hom (P, R) = nucl fxv

(3). Si f(M) tiene suplementario y u es un isomorfismo , entonces la
imagen de gxu tiene suplementario y Hom (f(M), S) es isomorfo con la
imagen de fxu .
Dem. (1). Prop 1.

(2). gof = o, luego o = (gof) x (vou) = (fxv) o (gxu), luego la ima-

gen de gxu esta contenida en nucl fxv .

Sea (fxv) (y’) = voy’ of = o para algun y’ en Hom (N, S) ; entonces
y’ of = o, luego nucl g =£f (M) C nucl y’, luego hay p’: P——> S li-
neal tal que p’og =y’ . Siendo u un isomorfismo, hay q': P——>R
lineal tal que uoq’ = p’, luego
(gxu) (q') = uoq’og =p’og =Y’.

(3). Sea N = f (M) 4 N, directa; por prop 2, son sumas directas,
(a) . Hom (N, S) = nucl ixv 4 nucl jxv y
(b). Hom (N, R) = nucl ixu + nucl jxu,
dondei: f(M)—> Ny j: N, > N son las aplicaciones candnicas ;
por (2) y prop 1,
imagen de gxu = nucl fxv = nuclixv,
luego por (a) , nucl jxv es un suplementario de la imagen de gxu .

Segun prop 2, (b) y prop 1, tenemos los isomorfismos
Hom (f (M), S) == nucl jxu == Hom (N, R) /nucl ixu =
= Hom (N, R) / nucl fxu . de donde resulta que
Hom (f (M), S) = imag fxu .
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